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Cos’e I'aritmetica modulare?

Ramo della matematica che sfrutta il concetto di Congruenza lineare
asEbmodn®a=qxn+hb, cona,b,n interi

Nell’aritmetica dell’'orologio:

2129 mod 12 se 21 =1x12+9

16 =4 mod 12 se 16 = 1x12+4




Matematici che trattarono I'aritmetica modulare

FERM A T = | '/" ‘\;(\ Vel ,/ B T

a’™ =1 mod n




'aritmetica modulare prima dei “grandi matematici”
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Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita , Pacioli, (1494)




Liber Abbaci di Leonardo Pisano Fibonacci

: ““qur l;l: Al?,“l ('mn}t\i.lmf.lltvn.m{o '::'ll.lo [‘\‘"Jﬂ‘ Pl{.dﬂo, ]n
' mio. M® e S , )

. S{l\&i,hb_l:\n;‘ n’nls:->nr m m.',‘ql‘tu: ﬂ(‘\rl 1«\*??: !
me ‘\',:;m‘. i -\‘f ubte o :‘ HO Qus ‘gan ‘u}\‘-‘!.“ ngJ-.fv e
bere ~ el e 1ie obdeaindg }v'hx'..- 0 '_}hn (sibation gawess
i ‘n-.n\:;.nr SO UTI | Sl C ctanoe mfn\» xmlm}s{' cm.r:\:‘ in
- "-un'."(mY\\":\\' QUM noce b d!\{?‘.?l crq”.'.\mh'.i i

A l

“.]u;' \\ (-n,-‘. D0 T t\‘:l"] ey ‘ln\\‘ll IYH'.‘L'. ~2 23 \{w".

Peieemy - ! 108 - {. ! '
tpda b },“.}}_‘mm- Culgt . CTguC Jrtimor e 7geomemusiacntig)

; ~ S e 4 g N .
cormexe ' G {nﬂﬁszM one 11bn oo (s n‘on jo T Tv e | T PR AT

s » i e - Canedy e (oM & frecnsiena
L ‘ !‘l‘(n\‘\ ",h it st $T\‘l!‘l\ﬂ\f.u ﬂihﬁ.‘.\ .'.‘kl :l‘P:\(}‘ oM - -{\: -
qute et arey madu Ty © panoar ulmm..\ci}‘{t-}'u’-“ o mEne go
‘ 5 AR L . ‘e ’. - - e =
s oM frwﬂnonlhzmom n \?H.‘ t-xsmm :(ﬁ‘!'\.‘ﬁ':'h' e,

' . > " ! o [ PPN - i
M1 u‘.uo 110y ?v}*:-l(n.’.i (oomiciic \t‘m"‘ ] “ A QO XOMCRTS b
2! - -

|
o chodt phes opiche explican ung;_‘ vabicone apratieog
Vg guants it vemonttrenro. Sanc e Hber magic o
“"‘?‘,1_?‘ RSN - BT - TN - ot s Tun ML = T .
i . ) .

s



i
)

B, citioducio el Foic (b qU i p Hrted afa i habicit memdia. i cellecs’adeo acmaées

5

Adw, is rmbt Dne m magiiter Micha {eotte i
me n[of"" C\)g bl e 1o qu:‘oudﬁ m'l\ulmu :n-,‘«'»
Lere “hmndevie ol‘(mit\.lc }nl\'\ll.\n&u 1P'm (ubak o ylmxrm
I} Jioagine courm honowe ctabor mito= nihiaate cowrert - fn
2 cuncourectice quevam neceflaria aodroy ee qoam{itpfloa

v
“/

retecny] - n

quoy e nor-oectrnd cdioy nver modit ez § modis
ix}'rf.\ {da rulh_:mo;'c&m_. (& n]umn(mcmc.\ 7grometrtafaentia ff

comexe/ Cr {uffragatone fib oo e non }vrd\- T o P o Frot e
Q tmamii mterfcantur grometricd gueda u{c‘ a0 goomctTia hnimnn:
By e e tm urera modil i opantur g me uf dl'ﬁrpmcfw; maltefro
bariomby ee-cemonfbrtomby « que f1gutia gromerncia e e
 alo hibao ‘\)ué*n:y:-\m:.\ (cometnre Com}v’lu ¢ qan Fomenid v,
.i'..'.rul'x: copioto crplmm‘ .um:_J ab

abiccne apn oL
Com=aAas vemontbranco. Qane e h{\-‘-md‘((“’ Lo
e ‘1:) URRTL £ S AR o RS e 1) LR A SRR i o7 S -""Tv,':.

quam @M&ﬁ@i\lﬁ‘fdc‘ Euc:sli\ famuo‘ud;fmmum srtnvie nfnred

N7 cii manibs 2figedis qb G uno  prife 2anclio 1imoente ke é6a i 8 nammale ~
sfonét e d fite difapls babiending ofeatt gdad poit ad pfecamynt faale pue a'\: .
Y Tures € e faghos pacie decdna B libzrp. v difbin capla: ue qeqd dhis lecroz noliiio YoRge)
i indire forro i 1B ope ropne’ifiefiaina al' Sfeee’lad eiidundt wie (abrao.
X Fenitor M6 apaca public fiba i dtana bugee p pilams mowsibs adeay
2fnéttbs sftitue §oteme i preina mea adfe ndie fads il nalice
: 2 @modinre fammm b me (icdio abba paliqe dies fre nolmio aden.
~bi evmrabilt magiflo 1arte pont Agims i dox Teoductns: (da arcte i s
placm atellevt adilld 43 qeqd fudebat eveas ai eqypeil. fond.gread-fiahd opul
i o Tuaiss mod16.adq Loea negottatiois T fa pagram p it facdvi adifime
:06is didict ofetit- G it 4 2algonfni acp ard petagee o enese spntam wipe
£l modt T2om. UF Aploctes frictt 1Fm Modit 1oz 7 ardel fodds 1meo svypo fenfit
V3 AdXB. 7403 Sesfubtiliarits cncidis gometes ars apponds fima b libs 3w
lligabild'potun i wv.caplis difbiced spori laboxam. fore 3 4w éra phacée oRERS. ue
20t pfcto foetts wio hat (a3 apperimes Tt g lannaSeto i hastert ablglla
Apmimme tnciad Gugd foee mant ane pl'mto ul nelige i, f s wlgeacur:
it semofie g o mica 7101bs ficigs fie ifpect Evplicic plog- 1Pc\pu\'v capiela. @
& ) comnai nont fignrarit yntoz 2qualie al ot s niis fnbac g niit 2qUc
N tebedt imamby. -3 moodneaoibs abvdt. 1

‘O ¢ mulaphcatise meogos mivn ) ) 3 CEPR T
¥ 5 rye 5
e acddinc o adivic: & ((l.m.l.g@u_ ‘4“«»14, ymW

7 N . 0.«
Jnrer ¥ wy U 77
n (/6910 m&/?flml




N

Attt ol e

e mf-'dli;: fn‘,(;‘dai-mnn';'
ZOEGUGrFeioe & @t el i v g oo Fedunllanar g “’?dh{m‘l.,m)
s menfidz prte. Zheoos e L te Rl Fushite i ntar Aigane . €
t&gar. e, g :
BAYS T e VIR0 (UYL T

7Y ) 1!"‘ t ”
umaol’u‘ow)
ARSI frpon g,
Fias.clae soailen ol s muntion ks Buv v niin ol

Wegienor Hus

A G

AT e |

;\ Aot s ] '::ur.ln' ot

coturs? q"?!_'n'vnl--\'v g #_m > i

b fccon dnqgita ;}ru"' v cfier Ve Epna 7 iy 3 rgufigene

':—77601‘6"{ q LimEA G, ¢ # dndom Gnigraitpmey

aon AT 50 Tt QI Qg el B --]ﬂ'n-‘wn?'fq@“““%
'(':\~i:|;a.~7;p Zga08 1 ragavidefed i & Fmiliefepd miliamabame
Laua 7 I\C‘é‘, l“‘ CNONAUA TG T LU AL PRI ,d"lhﬂ'ﬂ-ﬂu m' "U\‘

I Znenw ¢ gu oo Fndoe o
7 G mlepen 3t ullenubw
210 it clacy Bomelian

a3
’
A

v

>l mfu ‘ﬁu‘muw

1 ADECD SN & lirp > gralw® fualy ¢ oifup

s

.;o oS

“éj-. oLt an Ellis damnsid vapud ‘).v}.msnr"- e i
’“‘;9 \.5 H’”'" g \‘lu,}m., & 1",{7 ni G 7}';,1 7‘, P ,fQ‘ 56 wﬁ;’“@?‘“‘s

1 7‘,

v Tnno oxiplo.g palibrdgld
2,7l dig fooda fepaiagion
it meten (i quar b naba midi
'-'n-“-~ it divae 17 felmee.giog

Smapro i, o8 Pulemi dire”

*_f* qnqu&ﬁmb‘ ofic

X :r'isﬁ.w': sitne fH egeg eng

i fmufibinayme owowmaq Y ateathy
,.ma.k .qyuu.‘r.ur MEPT nun.tw}:mgwy alina
Soed Pramo armicany, diagamtraad i me~
=l omey Jnuur..,u:m st 4 ruu'wmdutwla,blw.
suardsduolds Ciuan tomedi

danansqmeds

g il i usld 7 ilip! au,\x!ﬂw- -’-aw-aunlags
.' ot len, > A3l ,.-:um,zurl‘dwfqdhnﬁw«bmb
‘1o l'vup’in} vl piinsiztlezo € d:mwmﬁkﬁu&*oﬁqﬂr
M idiaggo Crincenp! ,us,m}.na.ruylbmgyo P’wmg
ik oo LATAtIOTD ¢l e e 0 - an o Cituadt fi - diag 7 gty
%4/L'rziu “lhiagg o -)L—ywua!am.» 1t my o Cemnans % omauana fuE TS mdn e
| eXinfihy) umuaiind 1o0iButnans bine G oo devn ey figh nonagelin®
qumngm Poffs bt bl s tqrm\hwp |m3xhc5b'i_l,£$05
A2 uf, i malia 16 g et .»ff;.'u‘.,,.ﬂ\»\'m\t czaefidal
st ol oy e Hrmha ..-wcn; 7iie medtigs mdiqug,

pollex [ fine?

\w“ﬁ;d-l/u."l;l” J

-
| 4 fino00

A




|. T'm{‘r"'b“"““" "S& Ples nuid poio e, "‘1" uni: qu |p.¢ ala muit Sfclent,
Riif Tanpree digle devere g (F 0} poic ﬁ.xl’qﬂ fisbpoin nif pute Ui ue §
! &swr vnomlne, &' do i Fro.0570 (D pxm\pt.nlqmn Gabpein nit velarar, @
smfrl"nu W ﬂu‘,ucq pinifi & puaky prm affirmae. ~fic g feqgnf {F figlay
: "" g pleui euteoy el fib dgli ¥nowt. ur i b hgla furz 97 ofFg
,'““ ' ﬁfl ofity fires url'mmf' Suome « qrrues fmwmﬂhmg;umhvm fnafr
Y \'\7“f cepbvi fie. 35 w medicaf ' und (ipre Bnosnet, .‘rfubq&.du mml..
p\ ﬁr" 76 qro (it firy 2l fitg a0y e ¥ oftidar’ H—;; fopre ‘
;L;) "frlo lapie igle rplaar fipe Nenig.rg .;;ﬁ- ¢ bnmr Joq feverg om
& Yame pinf, 2 | §E T Snerar medieanrs foves uni Wt yifng . fie gl 80
"‘; o gub nllignsl ﬂ""w"@us‘urfq:mmoxa;nm it f fimen (b ugh i h

WMM 1FT
" amw&Wz:mW
‘?’3(' Yoollemaib; o :

‘aﬁuz WWWWMMaMMM\»mm
: "gqué ut pafdfions ummuf.ut ksl fai. ubalfi ity

| PR qeudin Mawaoum&mgm ¢rinT
‘ 'Mm&dmmwm.a prigulemdin Tt puimmlandis
@M.‘?MMMQ&MOW{%* .t vxq4{q,’&tm
&mw@muﬁa MPFUTS 10 TIErdmeps uli sl um!ntu«
%y s midye fehictorii o Bég novicmil § m s colleac emmb;

W\ Comiaiitmg; cochramlfy ‘7?!‘7‘84!' fit: z_.mtdxmuhaﬂ

qonibs gv/\’uaucgrcf Vil W*lz G

ulé prenaad. Reli ail§ oo GbE exctia ¥z ¢« duemane 4 omny . -

Non e presente alcun
formalismo simbolico:
compaiono solo  numeri
interi, frazioni, frazioni
multiple, tabelle e
diagrammi.




Leonardi Bipoli picani
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Traduzione in italiano presente sul sito di PROGETTO FIBONACCI

i

. . ( ultime
Progetto Fibonacci M

Il nostro manifesto

yis ® traduzione:

e Laura Catastini
t‘ Franco Ghione Capitolo Quindicesimo INTERVENTO
g o Ponr \ progettofibonacci a
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i ® Riprendiamoci le discipline.
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+ < ioni di d
i ® Volontariato intellettuale e
T
£
:"f;' Pensiamo che esista nel nostro paese una ....
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https://www.progettofibonacci.it/

Fare matematica con un testo storico

Dalle Indicazioni Nazionali...

Lo studente avra ach|S|to una visione storico-critica dei rapporti
tra le tematiche ]E)rmupall del pensiero matematico e il contesto
filosofico, scientitico e tecnologico

.acquisizione della consapevolezza del valore culturale delle
d|5C|pI|ne e della loro evoluzione storica ed epistemologica.

Attivita proposte nelle classi del biennio



Uso diretto della fonte storica in classe

Lettura in chiave
MATEMATICA

Lettura in chiave

STORICA Liber Abbaci

\\\ Lettura in chiave ////
EDUCATIVA

Guillemette, Radford, 2022




Con l'utilizzo del Liber Abbaci come fonte storica si tiene in
considerazione |'aspetto culturale ed epistemologico di cui |la storia
stessa e portatrice; si riflette sulla lingua usata, sull’evoluzione del

linguaggio specifico mentre si costruisce |la conoscenza matematica
[Barbin, 2022]. -

La storia delle matematiche facilita I’apprendimento discorsivo, ovvero la
capacita delle persone di apportare cambiamenti storico-sociali mediante
la costruzione della conoscenza [Sfard, 2015].

La fonte storica e I'uso di altri artefatti aumentano la motivazione e
I"interesse all’apprendimento [Nataraj & Thomas, 2009].



Dal Liber Abbaci...

I1.9

Modo uideamus si hec mul-
tiplicatio recta est: iungantur figure de superiori 98, scilicet 9 cum s, et dematur 9,
remanebunt 8. Iterum illud idem fiat de inferioribus 98, remanebunt similiter 8; et mul-
tiplicentur 8 per 8, erunt ¢4, de quibus extrahantwr omaes nouene que sunt in eisdem
6%, remanebit pro pensa 1, uel aliter: iungantar figure que sunt in predictis 64, scilicet o
cum 4, erunt 0, de quibus demantur 9, vemanebit similiter 1, postea colligantur figare,
que sunt v summa multiplicationis, scilicet 9 et 6 et 0 et 4 tamen non est necesse
ut figura noucnarii colligatur in aliqua persimili probatione, cum nouenarius semper

erit, ut extrali precipiatur unde colligantur 6 ct o et 4, erunt 10, de quibus demantur
9, remanebit 1 pro pensa, siculi remanere oportebat.


https://www.progettofibonacci.it/liber/BONCOMPAGNI/trad/trad02B.html

'aritmetica modulare nel Liber Abbaci

* Usata per il controllo della correttezza di un conto (prova del nove, del
sette e del tredici)

* Usata nella risoluzione di problemi sulle Divinazioni, nei quali Leonardo
Pisano fa uso di concetti matematici elevati.

XI1.8.1
" Incipit pars 8 decimi capitrli de quibusdam diuinationibus.

Cvm autem quis numerum aliquem posuerit in corde suo, et uoluerit, ut illum in-
uenias: precipe, ut ponat dimidium ipsius numeri supra ipsum numerum; et si aliqua
rupta medietas concurrerit, precipe ut faciat inde integrum. Cuius totius numeri medie-
talem ponat ilerum supra ipsum numerum: et si aliqua medietas concurrerit, iterum
in integrum restituat. Deinde interroga eum, si ex summa, quam habet, potest tibi dare



Le classi di resto modulo un intero n;

Le operazioni con le classi di resto modulo un intero n;
I"algoritmo di Euclide per il calcolo del MCD;

I"identita di Bezout;

il teorema cinese del resto.



Attivita 1: La prova del nove

(PpA)

(II9; G:11.22) Adesso vediamo se questa moltiplicazione & correfta: si sommino le figure del 98
superiore, cioe 9 con 8, e si tolga il 9, rimarra 8. Si faccia di nuovo lo stesso col 98 inferiore, rimarra ugualmente
8 ; e si molriplichi 8 per 8, fara 64, dal quale si tolgano futti i gruppi di @ che sono nello stesso 64, rimarra come
resto 1, oppure in alfro modo: si sommino le figure che sono nel 64 detto sopra, cioe 6 con 4, fara 10, dal quale
si folga 9, rimarra similmente 1, dopo si addizionino le figure che sono in cima alla molfiplicazione, cioé @ e 6 e O
e 4, tuffavia non & necessario che la figura delle @ unita sia aggiunta in qualche simile prova, poiché il nove
sempre e previsto che venga folto o esfrafto prima si cominci sempre con il togliere o 'estrarre le 9 unita, dunque
si sommino 6 e O e 4, fara 10, dal quale si tolga @, rimarra 1 per il resto, come doveva rimanere.

(IL.12 ; G:11.28) E se 1a moltiplicazione & correfta si pud sapere in questo modo: si divida 37 per 9, cioe si
addizionino le figure del 37, cioe il 3 con il /, sara 10, dal quale leviamo 9, rimarra 1, che si conservi ; ugualmente
si addizionino le figure del 49, cioe il 4 con il 9, sara 13, dal quale togliamo 9, rimarra 4, che si molfiplica con ['1
conservato, sara 4, che si conserva per la prova, e si sommino le figure che sono in cima alla moltiplicazione, cioé
1 e8ele 3 sara 13, dal quale si tolga 9, rimarra 4, come occorre che rimanga come resto.

® Tradurre dal linguaggio naturale al linguaggio matematico
® Riflettere sull’esempio “significativo” utilizzato per dimostrazione;



Vediamo il primo esempio riportato da Fibonacci...

98 X 98 = 9604
(9 X104+ 8) X (9 x 10 + 8) =

(9 )2+2><(98)+82

...Si tolgano tutti i gruppi di 9...non e necessario che la figura delle 9 unita
sia aggiunta in qualche simile prova, poiché il nove sempre e previsto che
venga tolto o estratto prima si cominci sempre con il togliere o l'estrarre le 9
unita...



64=1 mod 9

Il prodotto e :
9604=9000+600+0+4=

(9x1000+0)+(9x66+6)+(9x0+0)+(9x0+4)

Quindi, 9604=0+6+0+4=10=1 mod 9

Perché la prova del nove funziona?

a=9Xqg+rcond<r<?9



A quale classe appartiene il 3357

335=9x37+ 2 quindi335=2mod9
oppure

335 = 300+30+5=(9x33+3)+(9x3+3)+(9x0+5)
Quindi, 3+3+5=11=2 mod 9

Questo giustifica perché prendere la somma delle cifre



4

Considerare i numeri partendo dal resto della divisione per 9 e “catalogarli”,
ottenendo le classi di resto
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Si individuano gli elementi neutri per — =1

1y =) e NI \
o . & g,
= oA

le due operazioni.

Si discute I'esistenza di opposto e el

inverso. S A
= L B ; B )
o - )
[ G | T |




Sara possibile dedurre le seguenti regole:

Sea=nxqi+rieb=nxqg2+rz,alloraa+b=nxqgs+ (r1+r2)
osea=rimodneb=rmodn,alloraa+b=ri+r2modn
Sea=nxgi+rieb=nxqgz+rzalloraaxb=nxqgs+ (ri1xrz2)

osea=rimodneb=r2modn,alloraaxb=rixr2modn

Si procede a realizzare le tavole su un foglio di calcolo.

La deduzione dell’inverso per la moltiplicazione sara facilitata dalla scrittura
attraverso una pluralita di tabelle in Zn.



v | fx =SE($A4+J$1<9;$A4+U$1; $A4+J$1-9)




SE($M6*T$1<9; $M6*TS1; IM6*TH1- (int ($M6*T$1/9)*9))




Tavola moltiplicativa per Z-
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Tavola moltiplicativa per Zo




...in alternativa al metodo euristico...

|dentita di Bezout

Ad esempio, I'inversa della classe 5 mod 7.
Con l'algoritmo euclideo:

7 = 5x1+2

5=2x2+1

2 = 1x2+0 1 =7x (-2)@

'inversa della classe 5 mod 7 e 3. Infatti, 5x3=15=1 mod 7



Funziona sempre la prova del nove?

58x65=3770

58 x65=7370

Condizione necessaria ma NON sufficiente...
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Pietro Antonio Cataldi (1602)
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DELLA PRATICA
ARITMETICA.

OVERO ELEMENTI. PRATICI DELLI
NVMERI ARITMETICI,
Doucfimoftrano leoperationi templici d'efsinumeri Atitmetici,
che fono Sommare, Sottrare, Moltiplicare, & Partire ;

Et queflocon li fuoi veri principij, diffinition,regole, €5 effempi
Modo nuouo, reale, facile ,€5° vislifamo;
Datahorainluceda PsriTo ANNoTi0 dconununcbeneticio, effendo non
folo neceflaria alli principianti delle Scienze Mathematiche,& da loro
dependenti, ma ancoad ogni fofte d' Aricfici, &altre petfone
diqual fivogliqualird.

IN BOLOGNA,

Preflo gli Heredi di Giouanni Rofsx Mpcir
Con licen{a de Superiori .

PRIMA PARTE

Non voglio restar di dire che li pratici Aritmetici sogliono
fare la prova di ciascuno delli quattro elementi, cioe del
Sommare, Sottrarre, Moltiplicare & partire in un modo che
chiamiamo prova del 7, overo del 9 in questo modo.
Partono li numeri, che si hanno da adoperare a far la prova
della operatione, che vogliono per 7, overo per 9, &
dell’avvenimento non tengono conto alcuno, ma si bene
all’avanzo, quale avanzo, overo zero, cioeé o quando niente
avanzasse, lo chiamano prova di quel numero, che
haveranno partito & esse prove poi le adoperano nel modo,
che conviene a volere fare la prova dell’'operatione che essi
hanno.



(*) Qualche professore riguarda come inutili le riprove , o verificazioni unei calcoli,

sostenendo che il miglior modo -di preservarli dagli errori & quello di raddoppiare
di attenzione e di diligenza. Ma noi, per Junga esperienza, crediamo al contrsrio
The Ia piu grande attenzionc, ¢ la pin provata. abilita, non bastauo ad assicurare
I’ esattezza di un calcolo,’ quando anche si cseguisse ripetutamente , perche nel ri-
petere il calcolo si ripetono non di raro anche gli errori commessi. Per la qual cosa,
lodevole, e da adottarsi sempre che si pud, é il sistema di pervenire per diverse
vie allo stesso risultamento di calcolo; e le ripruove, che invertono per lo piu I’ an-
damento delle operazioni primitive , non che essere utili, sono spesso necessarie.
S’ intende bene che il calcolatore debba usarne con giudizio, e sarebbe strano se
in un lungo -calcolo non si procedesse innanzi senza far prima le ripruove di tutte
le operazioni intermedic. I” altenzione prolungata si stanca, ¢ le ripruove
la soccorrono di trattoin tratto, assicurando il gia fatto, e dando lena a ripren-
dere come da capo 3l lavoro.

¢sY
% ELEMENTI

Amante, F. (1852), p. 20

ARITMETICA

. AMAISTTER.
.

SESTA EDIZIONE. .k



Attivita 2:
su alcune divinazioni

|(XII.8.4; G: XI1.1191) Divida 1l numero cercato per 3, € per 5, € per
7, e sempre chiedi quanto rimase di ciascuna divisione. Tu invero|
serba 70 da ciascuna unita che sara avanzata dalla divisione per 3, e
Iper ciascuna unita che sara avanzata dalla divisione per 5 trattieni
21, e per ciascuna unita che sara avanzata dalla divisione per sette
Iritien1 15. E ogni volta che 1l totale avra superato 105, togli via di li
105, e c10 che t1 sara rimasto sara 1l numero separato. Per esempio:
sia posto che dalla divisione per tre resti 2; per 1 quali trattieni due
volte settanta, cio¢ 140, da cui togli 105, ti restera 35. E dalla
divisione per 5 resta 3, da cui trattieni tre volte 21, cio¢ 63, sommalo
con 1l predetto 35, fara 98. E dalla divisione per 7 resta 4, per questo
serberai quattro volte 15, cio¢ 60, sommalo al 98 predetto, fara 158,
da cui togli 105, t1 restera 53, che era i1l numero cercato. Da questo
metodo procede davvero una migliore decriptazione, naturalmente se
qualcuno avra conosciuto questo metodo insieme a te, € qualcuno gli
avra detto privatamente [un numero], allora quel tuo compagno, non
interrogato, divida tacitamente i1l numero a lui detto per 3, e per 5, e
per 7 per il metodo detto prima, e quanto sara rimasto da quella
divisione te lo dica in ordine, e cosi potrai sapere 1l numero che gl
fu detto in privato




Dal linguaggio naturale a quello matematico..

Sia x 1l numero pensato. Si divida x rispettivamente per 3, S e 7.

Sia r; 1l resto della divisione per 3;

Sia 75 1l resto della divisione per 35;

Sia 7, 1l resto della divisione per 7.

Allora

% = (707‘3 + 217‘5 + 15r7) — nl105

fino a quando x < 105



Perché vale la formula usata da Fibonacci?

X = (707‘3 + 217‘5 + 15r7)

70 0 mod (5, 7) e 70 1 mod 3
21 = 0mod (3, 7)e21 = 1mod5
15 = 0mod(3, 5)el5 = 1mod?7
Inoltre poiché

21r5€15r75 0 mod 3., x Er3m0d3

7Or3€15r75 0 mod5 ., x ErsmodS

70T3€21T5 = 0mod7.x Er7mod7




(XI1.8.4, G: XII.1191) Divida il numero cercato per 3, e per 5, e per
7, e sempre chiedi quanto rimase di ciascuna divisione. Tu invero
serba 70 da ciascuna unita che sara avanzata dalla divisione per 3, e
per ciascuna unita che sara avanzata dalla divisione per 5 trattieni
21, e per ciascuna unita che sara avanzata dalla divisione per sette
ritient 15. E ogni volta che 1l totale avra superato 105, togli via di li
105, e c10 che ti sara rimasto sara il numero separato. Per esempio:
sia posto che dalla divisione per tre resti 2; per 1 quali trattieni due
volte settanta, cio¢ 140, da cui togli 105, t1 restera 35. E dalla
divisione per 5 resta 3, da cui trattieni tre volte 21, cio¢ 63, sommalo
con 1l predetto 35, fara 98. E dalla divisione per 7 resta 4, per questo
serberai quattro volte 15, cioé 60, sommalo al 98 predetto, fara 158,

da cui togli 105, ti restera 53, che era i1l numero cercato. Da questo
metodo procede davvero una migliore decriptazione, naturalmente se
qualcuno avra conosciuto questo metodo insieme a te, € qualcuno gli
avra detto privatamente [un numero], allora quel tuo compagno, non
Interrogato, divida tacitamente il numero a lui detto per 3, e per 5, e
per 7 per il metodo detto prima, e quanto sara rimasto da quella
divisione te lo dica in ordine, e cosi potrai sapere il numero che gli
fu detto in privato




Leonardo usa i1l Teorema Cinese del Resto...

x = 1mod3
< X =2mod5

x = 3 mod?7
-

Poich¢é 11 MCD(3,5)=MCD(3,7)=MCD(5,7)=1, esiste una unica
soluzione del sistema modulo(3x5%7) = mod 105. Questo
giustifica la scelta del 105 da parte di Fibonacci.



La soluzione ¢ data da:

N

X =—"X + X + X
no 1 n, 2 n

1

N N
| — X x

2 3

r’

—Xx = r, mod 3

—X Er5m0d5
—X Er7mod7

cioe, poiché n o= 3, n, = 5, n,= 7, s1 ha:

1

) xz) x3

soluzioni di



f' —
35 X, = 1 mod 3 Poiché
21 x = 2 mod?5 35=2mod 3
2 21=1mod 5
_ 15x = 3mod?7 15 =1 mod 7, allora si ha:
3
~ = -
2 xl 1 mod 3 Poiché la classe inversa di xl
= 2 d3e2.sth
4 x2_2m0d5 mod 3 ¢ 2, st ha y X,
L X, = 3 mod7 w



Quind1
x =35x2+ 21 x2+ 15 x 3 = 157 = 52 mod 105

Perché Fibonacci scrive x = 70r ] + 217‘5 + 157‘7 mentre dal teorema cinese del resto si

— 2
ha x 35x1+ 21x2+ 15x3.

Per poterlo capire, si sfrutta nuovamente il teorema cinese del resto, ottenendo:

g = d
2x1=r3mo 3

N x =7r mod5
2 5

s x35r7mod7

Quindi, poiché 2 x ’ "

Allora 701‘3 = 35 X, = 35 % 2r3.

= r_mod 3, cio¢ X, = 2 T mod 3.



Programmare su Python
i Tl |

'

Dai il resto r3 di x:3

- '

Dai il resto r5 di x:5

!

Dai il resto r7 di x:7

x=70xr3+21xr5+15xr7<105
?

Il numero
pensato & x

y

FINE



File Edit Format Run Options Window Help
print ("Pensa ad un numero")

r3 = int (input ("Inserisci il resto del numero che hai pensato diviso 3: "))
r5 = int (input ("Inserisci il resto del numero che hai pensato diviso 5: "))
r7 = int(input ("Inserisci il resto del numero che hai pensato diviso 7: "))
X = (70 * r3)+(21 * r5)+(15 * r7) #procedimento seguito da Fibonacci
y = X — 105 #comando per avere un numero mod 105
if x € 105:

print( "1l momers che hal pensato e: ", x)
else:

while y>105:

yv= ¥y — 105 dcorpo del eicleo per ottenere -un numero <105
print ("1l numereo che hai penssato 82 " ¥)

Pensa ad un numero

Ingerisci 11 resto del numers che hai pensateo divisg 3 1
Inseriscl 11 resto del numero che hali pensato diviso 35 2
Thiseristcl 1l Fesle del numerso the hal pensate divise T8 3
1l hiifiere che hal pensate e 52




Conclusioni

| significati matematici coinvolti causano un remplacement [Barbin, 2022],
cioe vengono sostituiti e rimpiazzati.

Le risorse a disposizione sono state:

1) i differenti artefatti presentati, ovvero

quello storico (il Liber Abbaci);

qguello “concreto”, quali le tabelle dell’addizione e della moltiplicazione;
guello digitale (foglio di calcolo e Python);

I“insegnante come mediatore degli apprendimenti e guida verso
I'autonomia (colleghi di Latino);

i compagni, nei dialoghi tra pari, utili alla costruzione della conoscenza.
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