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Cos’è l’aritmetica modulare?

21 ≡ 9 mod 12  se

16 ≡ 4 mod 12  se

21 = 1x12+9

16 = 1x12+4

a ≡ b mod n ⇔ a = q x n + b, con a,b,n interi

Ramo della matematica che sfrutta il concetto di Congruenza lineare

Nell’aritmetica dell’orologio:



EULERO
1736

GAUSS
1800

FERMAT
1640

Matematici che trattarono l’aritmetica modulare



L’aritmetica modulare prima dei “grandi matematici”

Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita , Pacioli, (1494)



Liber Abbaci di Leonardo Pisano Fibonacci







Non è presente alcun 
formalismo simbolico: 
compaiono solo numeri 
interi, frazioni, frazioni 
multiple, tabelle e 
diagrammi.



Boncompagni, 1857 Giusti, D’Alessandro, 2020



Traduzione in italiano presente sul sito di PROGETTO FIBONACCI

https://www.progettofibonacci.it/


Fare matematica con  un testo storico
Dalle Indicazioni Nazionali…

Lo studente avrà acquisito una visione storico-critica dei rapporti 
tra le tematiche principali del pensiero matematico e il contesto 
filosofico, scientifico e tecnologico

…acquisizione della consapevolezza del valore culturale delle 
discipline e della loro evoluzione storica ed epistemologica.

Attività proposte nelle classi del biennio



Uso diretto della fonte storica in classe

Liber Abbaci

Lettura in chiave 

EDUCATIVA

Lettura in chiave

STORICA
Lettura in chiave

MATEMATICA

Guillemette, Radford, 2022



 Con l’utilizzo del Liber Abbaci come fonte storica si tiene in 
considerazione l’aspetto culturale ed epistemologico di cui la storia 
stessa è portatrice; si riflette sulla lingua usata, sull’evoluzione del 
linguaggio specifico mentre si costruisce la conoscenza matematica 
[Barbin, 2022].

La storia delle matematiche facilita l’apprendimento discorsivo, ovvero la 
capacità delle persone di apportare cambiamenti storico-sociali mediante 
la costruzione della conoscenza [Sfard, 2015].

La fonte storica e l’uso di altri artefatti aumentano la motivazione e 
l’interesse all’apprendimento [Nataraj & Thomas, 2009].



Dal Liber Abbaci…

https://www.progettofibonacci.it/liber/BONCOMPAGNI/trad/trad02B.html


L’aritmetica modulare nel Liber Abbaci

• Usata per il controllo della correttezza di un conto (prova del nove, del 
sette e del tredici)

• Usata nella risoluzione di problemi sulle Divinazioni, nei quali Leonardo 
Pisano fa uso di concetti matematici elevati.



Obiettivi Specifici dell’apprendimento

• Le classi di resto modulo un intero n;
• Le operazioni con le classi di resto modulo un intero n;
• l’algoritmo di Euclide per il calcolo del MCD;
• l’identità di Bezout;
• il teorema cinese del resto.



Attività 1: La prova del nove

● Tradurre dal linguaggio naturale al linguaggio matematico 
● Riflettere sull’esempio “significativo” utilizzato per dimostrazione;



Vediamo il primo esempio riportato da Fibonacci…

…si tolgano tutti i gruppi di 9…non è necessario che la figura delle 9 unità 
sia aggiunta in qualche simile prova, poiché il nove sempre è previsto che 
venga tolto o estratto prima si cominci sempre con il togliere o l’estrarre le 9 
unità…



64≡ 1 mod 9

Il prodotto è :
9604=9000+600+0+4=

(9x1000+0)+(9x66+6)+(9x0+0)+(9x0+4)

Quindi, 9604=0+6+0+4=10≡ 1 mod 9

Perché la prova del nove funziona?



Esempi di esercizi

A quale classe appartiene il 335?

335 = 9 x 37 + 2 quindi 335 ≡ 2 mod 9
oppure
335 = 300+30+5=(9x33+3)+(9x3+3)+(9x0+5)

Quindi,  3+3+5=11≡2 mod 9 

Questo giustifica perché prendere la somma delle cifre



Considerare i numeri partendo dal resto della divisione per 9 e “catalogarli”, 

ottenendo le classi di resto



Si costruiscono le tavole della somma 
e del prodotto.

Si individuano gli elementi neutri per 
le due operazioni.

Si discute l'esistenza di opposto e 
inverso.



Se a = n x q1 + r1 e b = n x q2 + r2, allora a + b = n x q3 + (r1 + r2)

o se a ≡ r1 mod n e b ≡ r2 mod n, allora a + b ≡ r1 + r2 mod n 

Se a = n x q1 + r1 e b = n x q2 + r2, allora a x b = n x q3 + (r1 x r2)

o se a ≡ r1 mod n e b ≡ r2 mod n, allora a x b ≡ r1 x r2 mod n 

Si procede a realizzare le tavole su un foglio di calcolo.

La deduzione dell’inverso per la moltiplicazione sarà facilitata dalla scrittura 
attraverso una pluralità di tabelle in Zn.

Sarà possibile dedurre le seguenti regole:







Tavola moltiplicativa per Z7



Tavola moltiplicativa per Z13



Tavola moltiplicativa per Z10



…in alternativa al metodo euristico…
Identità di Bezout

Ad esempio, l’inversa della classe 5 mod 7.

Con l’algoritmo euclideo:

7 = 5x1+2

5 = 2x2+1

2 = 1x2+0 1 = 7x (-2)+5x3

L’inversa della classe 5 mod 7 è 3. Infatti, 5x3=15≡1 mod 7



Funziona sempre la prova del nove?

58 x 65 = 3770

58 x 65 = 7370

Condizione necessaria ma NON sufficiente…



Cristoforo Clavio
(1583)
tradotta in volgare da 
Lorenzo Castellano 
nel 1586.



Pietro Antonio Cataldi (1602)

Non voglio restar di dire che li pratici Aritmetici sogliono 
fare la prova di ciascuno delli quattro elementi, cioè del 
Sommare, Sottrarre, Moltiplicare & partire in un modo che 
chiamiamo prova del 7, overo del 9 in questo modo. 
Partono li numeri, che si hanno da adoperare a far la prova 
della operatione, che vogliono per 7, overo per 9, & 
dell’avvenimento non tengono conto alcuno, ma si bene 
all’avanzo, quale avanzo, overo zero, cioè o quando niente 
avanzasse, lo chiamano prova di quel numero, che 
haveranno partito & esse prove poi le adoperano nel modo, 
che conviene a volere fare la prova dell’operatione che essi 
hanno.



Amante, F. (1852), p. 20



Attività 2: 
su alcune divinazioni



Dal linguaggio naturale a quello matematico..



Perché vale la formula usata da Fibonacci?





Leonardo usa il Teorema Cinese del Resto…

Poiché il MCD(3,5)=MCD(3,7)=MCD(5,7)=1, esiste una unica 
soluzione del sistema modulo(3×5×7) = mod 105. Questo 
giustifica la scelta del 105 da parte di Fibonacci.





Poiché
35 ≡ 2 mod 3
21 ≡ 1 mod 5
15 ≡ 1 mod 7, allora si ha:

Poiché la classe inversa di 
2 mod 3 è 2, si ha



Quindi



Programmare su Python





Conclusioni
I significati matematici coinvolti causano un remplacement [Barbin, 2022], 
cioè vengono sostituiti e rimpiazzati.

Le risorse a disposizione sono state:
1) i differenti artefatti presentati, ovvero
• quello storico (il Liber Abbaci);
• quello “concreto”, quali le tabelle dell’addizione e della moltiplicazione;
• quello digitale (foglio di calcolo e Python);
2) l’insegnante come mediatore degli apprendimenti e guida verso 

l’autonomia (colleghi di Latino);
3) i compagni, nei dialoghi tra pari, utili alla costruzione della conoscenza.
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Grazie per l’attenzione!!!


